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あらまし� 最大クリーク抽出問題（あるいは，それと双対な最大独立節点集合問題）の時間計算量については，

������
�������� �
!��""#から $�% ��!����#や &��
�ら !���'#に至るまで， 長年にわたる逐次的進展がな

されているが，それらのほとんどはアルゴリズムあるいは時間計算量解析が非常に複雑である．これに対し本

稿では，節点数 �のグラフに対して� 時間計算量が�!�������#となる 単純な最大クリーク抽出アルゴリズムと

単純な解析を提唱する．本稿の手法 は，一般の最大クリーク抽出問題の最大時間計算量評価改善解析の新しい

基礎ともなるものである�
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� はじめに

無向グラフ中の最大クリークを抽出する問題は理論�応用の両面で重要な問題であり�理論と実験の双方から

様々な研究がなされている ���
����� 計算量理論の視点から見れば� この問題は自明な計算量が�!� !�#��#!�は

グラフの節点数� � !�#は �の適当な多項式#という解決困難な問題である� この時間計算量はまず ������ら

���によって改善され� これに $�% ���:�が続き� 従来の多項式領域での最良結果は�!�������#�;�となっていた�

一方，���
��らは極大クリークを全列挙する�!:���# < !�������#
時間アルゴリズムを発表しているが �'�，こ

れを最大クリーク �個だけと出力を限定することによ り，当然この計算量は大きく軽減できる� これに従い，

(�
�*�
���
��はアルゴリズム8�=1�023	�>�において，単純な �!��������#
時間アルゴリズムを提唱した�

このアルゴリズムは非常に単純であり，理論的オーダ評価では上記 ������らの結果より若干大きくなるもの

の，実働結果では ������らの結果と比較して非常に高速であった．

筆者らはこれらの結果を受けて�先述のアルゴリズム8�=1�023	を基にした解析過程の見直しを行い�計

算量を改善した一連の結果 �?�，���，����を発表してきている� 但しこの結果は膨大な場合分けの上に立った非常

� 
 �



に煩雑な計算量解析となっており� 結果を理解しづらいという面があった� そこで本稿においては� 上記の各結

果の解析過程を簡単化し� また解析結果の更なる改善を可能にすべくアルゴリズム8�=1�023	を改良した単

純な分枝限定アルゴリズムを提唱し� その計算量が�!�������#
時間となることを示す� この値は (�
�*�
���
��

のオーダ評価結果を改善するものであり� かつ場合分け解析を排除して解析過程を大幅に簡単化することに成功

している�

� 諸定義と記法

��� 本稿で対象とするグラフは� 自己閉路をもたない無向グラフ � < !��	#である� ここで� � は節点の有限集

合� 	 は相異なる �節点の非順序対 !
� �#（これを辺と呼ぶ#の集合である� 節点 
 と �は� !
� �# � 	 が成り

立つとき隣接しているという�

集合 � に対して� その要素数を �� �で表す� また，集合 � が順序付き集合である時，その先頭要素を � ���で

表す．

��� 
 � � について� � !
#を � < !��	#の内で 
に

隣接する全ての節点の集合とする� 即ち，

� !
# < �� � � � !
� �# � 	� ! �� 
 #�

�� !
#�を � の次数と呼ぶ�

��� 節点の部分集合� � � について�

	!� # < �!
� �# �� 	� � !
� �# � 	�

としたとき� �!� # < !��	!� ##を� < !��	#の� による誘導部分グラフと呼ぶ�

��� 与えられた 
 � � の誘導部分グラフ�!
#に対して� 次が成り立つとき� �!
#は完全であるという�
�
� � � 
 !
 �< �#に対して !
� �# � 	

このとき
はクリークであるという� またクリークのサイズを �
�によって定義する�

自分自身を除くグラフ中の異なる任意のクリークの真部分集合でないクリークを極大クリークといい� 極大ク

リークのうちでサイズが最大であるものを最大クリークという�

� アルゴリズム�����	
��

アルゴリズム8�=1�023	を図 �に示す� このアルゴリズムは基本となる処理である深さ優先探索 	=6�59

に� 下記の限定操作を追加した分枝限定アルゴリズムである�

アルゴリズム8�=1�023	は� 基本となる深さ優先探索 	=6�59に� 以下の :つの限定操作

・部分森の同一化

・部分集合森の削減 !�#

・部分集合森の削減 !�#

を加えた分枝限定アルゴリズムである�

基本アルゴリズム	=6�59は� 探索の各レベルにおいて候補節点集合����中の節点と最も多く隣接する

節点を選択し� この節点の隣接部分と ����との積集合を新たな候補節点集合として 	=6�59を行うことで�

クリークを抽出していく深さ優先探索である�

8�=1�023	による最大クリークの探索過程は図 �に示すような深さ優先探索木の集合 !クリーク探索森と

呼ぶ#として表現することができる�

��� 部分森の同一化

基本アルゴリズムに� 次のような部分森の同一化と呼ぶ節点の並べ替え処理を導入する�

���入力節点集合 ����中の最大次数節点 � を先頭に移す

�������
 ���を� � に隣接する

� 
 �



����� < � !�# � ����

と� 隣接しない
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とに分割する�

���この順序付き節点集合
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� 部分森の同一化により探索を行わない節点

� 	�� 中の最後尾節点 !常に探索されない#

>��� 
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!� ��+ 	=6�59�

　図 � アルゴリズム8�=1�023	
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を改めて ��	
 とおく�

このような節点の並べ替え処理を行った後に基本アルゴリズムを用いてクリーク探索を行うと� 先頭の � を

根とした探索森から � を除いた部分（即ち，� の子節点集合 ����� を根集合とする探索部分森）と� ��	


の最後部の �����部分に対する探索木の集合（部分森）とは同一のものとなる� したがって� � を根とする探

索木より得られる最大クリークの節点数は� 最後部 ����� 部分の探索から得られる最大クリークの節点数よ

りも !� の分#�だけ大きい� そこで最大クリーク抽出においては�最後部 �����部分の探索は行わない．また

� と隣接しない各節点の集合

	��� < �
�� 
�� ���� 
���	���

を根集合とする探索森の探索において� 最後尾節点 
���	��の隣接部分はその直前の節点 
���	����までの探索

を終えた時点で� 
�� 
�� ���� 
���	���� のいずれかの節点の隣接部分の部分集合となるため�それまでに得られて

いる最大クリークよりも大とはなり得ない �>�．従って，節点 
���	�� からの探索は行わない�

後述の部分集合森の削減 !�#との関係上� 特定レベルでの部分森の同一化によるパラメーター� 即ちアルゴリ

ズム >�� '�� "�� ��� ���� �:�� �>�� �;�および �"�行目において定義した各変数はグローバル変数として扱って

いる�

��� 部分集合森の削減 ���

8�=1�023	による探索においては� 節点集合 ����の各節点

� 
 >



�� 
�� 
�� ���� 
���	����

に対してそれぞれ隣接部分

������ ������ � ������ � ���� �������������

が

����� < � !�# � ����

および

	��� < ����
 ��� 
 �����

として


� < 	�������

�� < B!
�# � !	��� 
 �
�� 
�� ���� 
����# !� � � � �	���� 
 �#

のもとに

������ �< !� !�� # � ����#
�� としてそれぞれ定義される� これらの隣接部分は上記の順番で探索が行わ

れる�

このとき次が成立する�

)命題 �*隣接部分

������ !� � � � �	���� 
 �#

がそれ以前に探索された各隣接部分

������ ������ � ���� ��������

のいずれかの部分集合であるならば� ������ からの探索で得られる極大クリークのサイズは�

������ ������ � ���� ��������

までの探索により得られる最大クリークのサイズ以下となる�

�証明�いま各隣接部分

������ ������ � ���� ��������

のうちに ������ を部分集合として含むものが少なくとも �つあると仮定して� その集合を隣接部分にもつ節

点を �� 隣接部分を ����
 とおく� また �を含む極大クリークのうち最大のものを
�� 
� を含む極大クリー

クのうち最大のものを
�� とおく�

このとき仮定

������ � ����


により


�� � 
�

すなわち

�
�� � � �
��

が成立する�

もし
� が探索のその時点における最大クリークであれば題意は成立する� また
�が最大クリークでない場

合� あるクリーク 
���が存在して

�
�� � � �
�� � �
����

が成立するから� この場合も題意は成立する� �証明終�

最大クリーク抽出において �命題 ��の条件が成立する場合には探索を行う必要はないので�8�=1�023	に

おいて ������ を定義した時は� これが ������ ������ � ���� �������� のいずれの部分集合でもないこと

を確認し� そうでなければ探索を省く� この限定操作を部分集合森の削減 ���と呼ぶ�

� 
 ;
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図 : 部分集合森の削減 !�#

��� 部分集合森の削減 ���

命題 �に示したことから� 部分集合森の削減 !�#は� 隣接部分

������ !� � � � �	���� 
 �#

がそれ以前に探索された各隣接部分

������ ������ � ���� ��������

のいずれかの部分集合である

という条件が成立しない場合には探索の効率化を期待できない� しかし下記に示すように� この状況を逆に積極

的に利用することで効果を発揮する限定操作を導入することができる�

まず命題 �の条件が成立しない場合について整理すると� 以下が成立することがわかる�

)命題 �*いま 	=6�59の入力を

	=6�59!������ � ������#

または

	=6�59!������� � ������#

で与えるとき� すなわち 	=6�59の再帰の一番上のレベルにおいて� 隣接部分

������ !� � � � �	���� � 
 �#

がそれ以前に探索された各隣接部分

������ � ������ � ���� ��������

のいずれの部分集合でもないとき� ������ は

������ � ������ � ���� �������� のいずれにも含まれない節点

� � 	���� 
 �
�� 
�� ���� 
����

を �個以上含む�

�証明���の隣接部分 ������ の探索終了後に 
�の隣接部分 ������ が探索される場合を考える� いま条件か

ら ������ �� ������

である� このとき ������ は�

� � ������ および � � 	���� !�� �< �# を用いて

������ < � 
 ��

と表される集合でなくてはならない� 何故ならば� ここでもし

�� < � とすると

� 
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図 > 部分集合森の削減 !�#
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となってしまうから� 仮定の下において ��は空でない集合である� 従って� 題意は成立する�

一般に � � � � �	���� � 
 �なる �について ������ が探索されるのは� 既に各隣接部分

������ � ���� ��������

が探索された後であるから� この時点で各節点


�� 
�� ���� 
���

は候補節点集合から除外されている�

������ のときと同様に� もし � � � � �
 �なる任意の � について

������ �� ����


が成り立つとすると� ������ は集合 � � ������ および �� � 	���� 
 �
�� 
�� ���� 
���� !�� �< �#

を用いて

������ < � 
 ��

と表される集合となる� �証明終�

�命題 ��の結果を利用して� 頭書の結果を得るために次のような処理を 	=6�59に加えた�

グラフの最大次数節点 �� の隣接部分 ������ に対する探索において� ある極大クリーク
が抽出されたと

き� 以下を確認する�

!�#� < B!
�# �	���� とする� すなわち � は

グラフの最大次数節点 �に隣接しない節点のうち�


� に隣接する節点の集合である�

!�#� から順に節点 � ��� !� � � � �� �#を取り出し�

隣接部分� < B!
�# � B!� ���#について�



 ���� �� ならば


 
 �
�� � ����

はクリークである� 何故ならば� いま



 ���� � 


はクリークであり� � の定義から

����中の全ての節点は互いに隣接する節点 
� および � ���に隣接してい

るからである�

クリーク
 
 �
�� � ���� は 
よりサイズが �大きいため� 最大クリーク抽出においては
を保持する必要は

ない� そこで 
を新たに

!

 ����# 
 �
�� � ����

� 
 "



によって書き換える�

������ が少なくとも �個 	���� 中の節点を含んでいれば� 部分集合森の削減 !�#は実行されない�

ここで更に上記処理を追加すると� ������ に含まれる全ての極大クリークについて�もし ������ にそれ

らのクリークより �だけサイズが大きいものが存在するならば� 抽出することができる� アルゴリズム上でこの

処理を実現するためには8�=1�023	の >�� 
 >��行間に図 'に示す >�� 
 >��行を挿入すればよい�

以上から����
�については� 	����中の節点が�個以上含まれている場合にのみ探索を実行する� 	=6�59

によって極大クリークが抽出されたときに実行される上記の処理を� 部分集合森の削減 ���と呼ぶ�


 最大時間計算量評価

節点集合が � で� ������ < �� 最大次数 C � � 
 � であるグラフに対する 8�=1�023	!�# の最大時

間計算量を � !�� �# とする� また節点集合 ����に対する 	=6�59!����� � ����#の最大時間計算量を

�!������#とする�

この定義のもと� 次の関係式が成り立つ．

� !�� �# � �!������� �# D
����	�� ���

�	� �!������� �# D ������ !��#

同様にして� いま ����中で次数 ����� � B!�#�が最大である節点を 
とし�

	��� < ����
 ��� 
 ����� < ���� ��� ���� ���	����

とおくと�

�!������# � �!�������# D
����	����

�	� �!�����
� �# D �!C D �#���� !��
�#

が成立する� !��
�#は 	=6�59 が任意の再帰レベルでみたす関係を示したものであるから� いま ���� <

������ とすれば

�!������� �# � �!������� �# D
����	�� ���

�	� �!������� �# D �!C D �#���� !��
�#

である� また ���� < ������� とすれば

�!�������� �# � �!�������� �# D
����	��� ���

�	� �!������� �# D �!C D �#���� !��
�#

!��
�#および !��
�#は 	=�659の再帰における一番上のレベルであり�後述するようにこのレベルにおいて

は部分集合森の削減 !�#が適用される�

各式末尾の ���および �!CD�#�はこのような問題分割に必要な全ての処理に要する多項式オーダーの計算

量の上界であり� ここで定数 � � �は以下の様に定義する�

手続き 	=6�59!����� � ����#に対し� 次の再帰レベルの候補節点集合となる �����および ������

!� � � � �	���� 
 �# を常に空集合で与える処理を 	=6�59� とする� このとき 	=6�59� の時間計算量を
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図 ; 部分集合森の削減 !�#
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考える�

まず最大次数節点 �� の選択および� 集合 ����� と 	��� の定義に要する手数が �!��#となる� ここでそ

のような上界 ���
� を与える定数を �� とする�

������ < �であるから� ����� に関してアルゴリズムは空集合性の判定に要する�!�#の時間計算量の

みで実行を終了する� そのような上界 ���を与える定数を �� とする�


� についても� 集合

�� < B!
�# � 	���

を定義したとき� �がグラフの最大次数であることから

�� < � �	��� < �

となり� ���� < � � �であるから� 部分集合森の削減 !�#によってこの時点でアルゴリズムは実行を終了する� こ

れに要する時間計算量は�!��#であるから� いまそのような上界 ���
� を与える定数を �� とする�

以上から 	=6�59� の実行に要する時間計算量は

���
� D ���D ���

� � !�� D �� D ��#�
� である� ここで定数 � を

� < �� D �� D �� によって定義すると� 	=6�59� は �!��#の処理である�

この定数 � を !��#� !��
�#� !��
�#および !��
�#式の � とする �'��

また 	=6�59の計算量は� その性質上対象とする節点集合のサイズに関して単調である� 即ち次が成立する�

ある集合 ����について� ������ < Cとするとき�

�!C# � �!C
 �# � �!C
 �# � ��� � �!�# !�:#

である�

あるグラフが与えられたとき� 8�=1�023	!�#はそのグラフに対応したクリーク探索森を形成する� すな

わち8�=1�023	!�#の計算量とはそのようなクリーク探索森を形成するために必要な計算量である�

全体の計算量評価を行うにあたり� まずは本稿において導入した限定操作の効果について評価を行う�

いま !��#� !�:#における親節点集合������ および ������� 中の最大次数節点の次数 �� � について考える�

これらの次数は親節点集合のサイズより必ず �以上減少するから� これを  � �を用いて C 
  と表すと�

!��
�#または !��
�#式から分割される部分問題の総数は� 部分森の同一化によって

C
 !!C 
  #
 �# <  
 �

個であるが� 限定操作の導入によりこの部分問題数は少なくともひとつ減少させることができる�

即ち� 以下の補題が成立する�

)補題 �*節点集合が � で� �� � < �� 最大次数がC � �なる任意のグラフにおいて� �� � � を最大次数節点とす

る� ������ < � � B!��#として� !��#および !�:#式によって

�!������� �# � �!������� �# D
����	�� ���

�	� �!������� �# D �!C D �#�

�!�������� �# � �!�������� �# D
����	��� ���

�	� �!������� �# D �!C D �#�

なる問題分割が発生するとき� ある

� � � � �	���� 
 � !
 � ���� 
��� 
��� ���� 
����	�� ���
�# において

������ � �����

又は

������ � ������ !� � � � �	���� 
 �#

なる ������ が少なくとも �つ存在する�

�証明�まず 
 < �� なる場合について示す� いま ������ 探索後� ������ に部分集合森の削減 !�#が適用さ

れる場合� 題意は成立する�

以下では ������ に部分集合森の削減 !�#が適用されない場合を考える�

部分集合森の削減 !�#により� このとき ������ は 
� でない 	���� の節点を �個以上含む�

� 
 �



ここで� この �個の節点のうちどちらかの隣接部分が ������ の探索終了後に探索される場合を考える�

この隣接部分が限定操作を受けないとき� �命題 ��によりこの隣接部分は ������ に含まれない	���� の節点

を少なくとも �個含んでいなければならない�

いますべての 
� !� � � � �	���� � 
 �#においてこの関係が成り立つとする�

このとき � < �から順に� 関係が成立する場合の 	���� の残り節点数を考えると

������ は 	���� の節点を �個以上含むから� ������ の探索が終了した時点で 
�� ���� 
���	�� ���
が隣接

部分に含むことのできる節点の個数は� 	���� から除外される節点 
� および ������ が含む �個を除いた

�	���� � 
 �
 �

個以下であるが� ������ が含む �個自身については

�	���� � 
 �
 �

個以下となる�

同様に考えると� ������ !� � � � �	���� � 
 �#の探索が終了した時点で� 
�
�� ���� 
���	�� ���
が隣接部分

に含むことができる節点の個数は

�	���� � 
 �
 �

個以下である� 従ってもし 
� を除く全ての 
� の隣接部分において� 含むことができる節点の個数が最少の �個

であったとしても� � < �	���� � 
 �において節点の個数は �個となり� その隣接部分は

������ � ������ � ���� ��������

のいずれかの部分集合となる� すなわち � < �	���� � 
 �とすると

������ � ������

又は

������ � ������ !� � � � �	���� � 
 �#

である� 以上から題意の ������ の存在が示せた�


 < 
��� 
��� ���� 
����	�� ���
なる各場合も全く同様にして示せる� �証明終�

補題 �のような集合 ������ に対しては� 部分集合森の削減 !�#が適用され� �!������� �# < �となる�

主要定理証明に先立ち� まず最大次数 Cをパラメーターとして用いた 	=6�59による各子問題の時間計算

量評価結果を以下に与える�

)補題 �*節点集合が ����で� 最大次数がC � �なる任意のグラフにおいて� 	=6�59!������ � ������#

およびは 	=6�59!������� � ������#の最大時間計算量上界はそれぞれ �!C#によって与えられるが� この

とき定数 � � を

� � < �;��

とすると

�!C# � � ���������!C D �#�

である�

�証明�以下ではまず !��
�#式を用いて 	=6�59!������ � ������# についての題意の成立を示す� 証明は

最大次数Cに関する数学的帰納法に

よる�

先ず，C < �の場合� ������ < �� ������ < � !� � � � �	���� � 
 �#

であるから� 定数 � の定義により

�!C# � �!C D �#� � �;��!C D �#�

� 
 ��



< � � � � � !C D �#� < � � � ��������� � !C D �#�

である� 従って題意は成立する�

次に，あるC � �以下の全てのCにおいて

�!������� �# � � ���������!C D �#�

が成立すると仮定する� この仮定のもとで� 節点数 �� 最大次数C D �であるグラフについての計算に要する計

算量を考える�

この節点の子節点の最大次数はC以下であるから�そのような最大次数子節点��の次数をC
 !� �  � C#

とおく� このとき �!C D �#は� !��
�#式により

�!C D �#

� �!C
  # D
����	�� ���

�	� �!������� �# D �!C D �#�

ただし補題 �により� ������ !� � � � �	���� � 
 �# のうち少なくとも �つは探索されないから� ある

� � � � �	���� � 
 � において

�!������� �# < �

としてよい� 即ち

�!C D �#

� �!C
  #

　D
�
��

�	� �!������� �#

　D
����	�� ���

�	

� �!������� �#

　 D�!C D �#�

である�

節点 ��は ������ 中最大の次数の節点であるから� 
�� 
�� ���� 
���	�� ���
の ������ における次数は ��以

下である� ここからいま ������� � !� � � � �	���� � 
 �#のサイズを � �  � � C
  を用いてそれぞれ

C
  
  ��C
  
  �� ����C
  
  ���	�� ���

と表すと

�!C D �#

� �!C
 #D�!C
 
 �#

　 D���D �!C
  
  
��#

　 D�!C
  
  

�#

　 D���D �!C
  
  ���	�� ���
#

　D�!C D �#�

となる� !�:#式を用いると

�!C D �#

� �!C
  #D�!C
 #

　 D���D �!C
  #

　 D�!C
  #

　 D���D �!C
  #

　D�!C D �#�

となる� したがって帰納法の仮定により

�!C D �#

� � ������������
!!C
  # D �#�

D� ������������
!!C
  # D �#� D ���

D� ������������
!!C
  # D �#�

D� ������������
!!C
  # D �#� D ���

� 
 ��



D� ������������
!!C
  # D �#�

D�!!C D �#�

� � ������������
!C D �#�

D� ������������
!C D �#� D ���

D� ������������
!C D �#�

D� ������������
!C D �#� D ���

D� ������������
!C D �#�

D�!!C D �#�

以上から

�!C D �#

�!!CD�#
!C
 #
�
�# � � ������������
!C D �#�

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D�!C D �#�

< ! 
 �#� ������������
!C D �#� D �!C D �#�

< � ���������!���
��

D �
������	����� #!C D �#�

� � ���������! ���
��	����� D �����#!C D �#��

 � �において ���
��	�����

� ���;? であるから

�!C D �# � � ���������!���;? D �����#!C D �#�

< � ��������� � ���;� � !C D �#�

� � ��������� � ������� � !C D �#�

� � ����������
�
!!C D �# D �#�

である．

従って� 帰納法による帰結により� 任意のC � �において補題の関係が成立する．

上記は	=6�59!������ � ������#についての題意の成立を示したが� !��
�#式を用いれば	=6�59!������� �

������#についても全く同様にして題意の成立を示すことができる� �証明終�

これより，次が成立する�

)定理*節点数 �のグラフにおいて

� !�# < �!�������#

である�

�証明� !��#式により� いま

� !�� �# � �!C# D
����	����

�	� �!������� �# D ���

である� ここで �補題 ��を用いれば

� !�� �# � !�
C
 �#� ���������!C D �#� D ���

� � � � ����������� D ���

いま定数 � �� < ��; � ���とすると� 任意の �において

�� � � ����������

が成立するから

� !�# � � � � �� ���������� � �������� D ���

< � �� ��� � �������� D ���

� � �� ���� � �������� D ���

� 
 ��



< !� D �
����� #�

���������

� !� D �
����� #�

���������� � ��������

< !� D �
����� #�

���������

従って� � !�# < �!�������#である�

�証明終�

� むすび

一般グラフに対する最大クリーク抽出問題が� 単純なアルゴリズムによって �!�������#
時間で解決できるこ

とを示した�

一般の最大クリーク抽出問題の最大時間計算量に対して，筆者らは従来の評価 ���
�;�� を大幅に改善する 多

項式計算領域における結果を発表してきたが �?�，���� ����� 本稿における手法は，その一般結果をより単純明快

に証明する新しい基礎ともなる．
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