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1 はじめに

近年，インターネット上での情報検索の発達や,オ
ンラインショッピング，推薦システムの発展により，

ランキングの研究が注目を盛んになっている．

中でも，ランク統合 (rank aggregation)問題が大
きな注目を集めている．ランク統合問題とは，サイ

ズ n の順列が m 個与えられた下で，与えられた順

列間の“距離”の和を最小化する順列を求める問題

である．ここで，各順列は n 個の要素のランキング

を表現している．つまり，ランク統合問題とは与え

れたランキングの集合を“平均”したようなランキ

ング（順列）を求める問題とみなせる．特に，順列

間の距離が Kendall tau 距離（後述）で与えられる
とき，最適な順列は Kemeny 最適ランキングと呼ば
れる．以降,断りのない場合,ランク統合問題におい
てはKendall tau距離を扱うものとする．元々,ラン
ク統合問題は,選挙など社会的選択を扱う分野にお
いて古典的な問題である．近年,情報検索の分野にお
いて複数の異なるサーチエンジンの出力したランキ

ングを統合する事が重要になっており,ランク統合問
題が見直されている．

ランク統合問題は理論計算機科学やアルゴリズム

論の分野で盛んに研究が行われている．ランク統合

問題は NP 困難であることが示されており [4], さら
に, m ≥ 4 以上の場合にも NP 困難である [6]．近
似アルゴリズムとしては, 11/7 倍近似を得る多項式
時間アルゴリズム [2] や, PTAS （ただし,近似度 ε
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に関しては指数の指数乘） [8] などが知られている．
また,部分的なランキングの統合問題については [1]
が挙げられる．

本論文では,ランク統合問題の“オンライン版”を
考える．以下,オンラインランク統合問題と呼ぶ．こ
の問題は,順列をオンラインで予測する問題である．
オンラインランク統合問題は以下のプロトコルから

なる．各時刻 t = 1,．．．, T において,

1. 予測者は順列 σ̂t を予測する．

2. 予測者は真の順列 σt を受け取る．

3. 予測者は損失 d(σt, σ̂t) を受け取る．

予測者の目標はオフラインの最適な順列に匹敵する

ような予測を行うことである．すなわち,最適な順列
との累積損失の差（リグレット）

T∑
t=1

d(σt, σ̂t) − min
σ∈Sn

T∑
t=1

d(σt, σ)

をなるべく小さくすることである．

オンラインランク統合問題に対して，既存のアル

ゴリズムを適用した場合,以下が成り立つ．
まず,最もナイーブな手法は，n! 個の各順列をエ

キスパートと見なし, エキスパートの予測統合アル
ゴリズムであるWeighted Majority [9] を用いる事
である．この場合,累積損失は任意の ε > 0に対して

(1 + ε) min
σ∈Sn

T∑
t=1

d(σt, σ) + O

(
n3 ln n

ε2

)
,

となることが示せる．この手法の問題点は各時刻に

おける計算時間が O(n!) となる事である．
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次に,順列をオンライン予測するアルゴリズムPer-
mELearn [7]を考える．このアルゴリズムは,Kendall
tau距離を損失として扱うようには設計されていない
が,順列間のもう１つの距離尺度である Spearman’s
footrule距離（後述）を用いることができる．Kendall
tau 距離 d と Spearman’s footrule 距離 dF につい

ては

d(σ, σ′) ≤ dF (σ, σ′) ≤ 2d(σ, σ′)

という関係が成り立つ [5] ことより, 累積損失の期待
値が,

2(1 + ε) min
σ∈Sn

T∑
t=1

d(σt, σ) + O

(
n2 ln n

ε2

)
,

となることが示せる．各時刻ごとの計算時間は多項

式時間である1．

本論文では,オンラインランク統合問題に対する新
しい予測アルゴリズム（PermRank）を提案する．
PermRank の累積誤差の期待値は高々

3(1 + ε) min
σ∈Sn

T∑
t=1

d(σt, σ) + O

(
n2

ε2

)
であり,各時刻における計算時間は O(n2) である．

2 準備

自然数 n(n ≥ 1)を１つ固定する. Sn を {1, . . . , n}
上の順列の集合とする. 順列 σ1, σ2 ∈ Sn 間の

Kendall tau 距離 d(σ1, σ2) とは

d(σ1, σ2) =
n∑

i,j=1

I(σ1(i) > σ1(j) ∧ σ2(i) < σ2(j)),

で与えられる，ただし，I(真) = 1, I(偽) = 0 とす
る．つまり，順列間の Kendall tau 距離とは各ペア
間における順序の食い違いの総数である. 定義より，
0 ≤ d(σ1, σ2) ≤ n(n− 1)/2であり，また，距離の公
理を満たす.

1PermELearnの主な計算は Sinkhorn balancingと呼ばれる，
確率行列に正規化する操作である．この操作には O(n6 ln(n/ε))
の近似アルゴリズム [3] が知られている (ε は ε > 0 を満たす近
似パラメータである)．

順列 σ1, σ2 ∈ Sn 間の Spearman’s footrule 距離
dF (σ1, σ2) とは

dF (σ1, σ2) =
n∑

i=1

|σ1(i) − σ2(i)|

である．一般に，d(σ1, σ2) ≤ dF (σ1, σ2) ≤
2d(σ1, σ2) が成り立つ [5]．
次に，N = n(n− 1)/2 とする．{0, 1}N 上のベク

トル q を比較ベクトルと呼ぶ. 順列から比較ベクト
ルへの写像は以下の φ : Sn → [0, 1]N によって与え
られる：

φ(σ)ij =

⎧⎨⎩1 σ(i) < σ(j),

0 そうでない場合,

ただし， i, j ∈ {1, . . . , n} であり i �= j とする．

このとき，２つの順列間の Kendall tau 距離は対
応する比較ベクトル間の 1 ノルム距離で表せる：

d(σ1, σ2) = ‖φ(σ1) − φ(σ2)‖1,

ここで，1 ノルムとは ‖x‖1 =
∑N

i=1 |xi| である．例
えば，順列 σ = (1, 3, 2) に対する比較ベクトルは
φ(σ) = (1, 1, 0) である．一般に，比較ベクトルに対
して，対応する順列が必ずしも存在するとはかぎら

ない．例えば，比較ベクトル (1, 0, 1) は３すくみの
関係（σ(1) > σ(2), σ(2) > σ(3), σ(3) > σ(1)）を表
しており，対応する順列は存在しない．

以降，比較ベクトル q ∈ {0, 1}N が対応する順列

をもつとき，比較ベクトル q は無矛盾であるという．

実数 p, q ∈ [0, 1]に対して，p, q 間の 2値相対エン
トロピー Δ2(p, q) を以下のように定義する．

Δ2(p, q) = p ln
p

q
+ (1 − p) ln

1 − p

1 − q
.

さらに，2値相対エントロピーの定義をベクトル
に拡張する．任意のベクトル p, q ∈ [0, 1]N に対し，
２値相対エントロピーは次のように定義される．

Δ2(p, q) =
N∑

i=1

Δ2(pi, qi).
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3 提案手法

本章では，提案手法（PermRank）について述べ
る．本手法のアイデアは大きく２つに分けられる．１

つ目のアイデアは順列を N = n(n − 1)/2 次元の比
較ベクトルと見なし，比較ベクトルを予測すること

である．その際，比較ベクトルの各次元 ij をそれぞ

れ独立なベルヌーイ分布でモデル化する．すなわち，

比較ベクトルの各次元 ij の値は確率 pij で表の出る

コインによって決まると仮定し，パラメータ pij を

オンラインで推定する．

2番目のアイデアは，比較ベクトルからの順列の生
成にある．まず，推定した比較ベクトルの確率モデ

ルにしたがってランダムに比較ベクトルを選ぶ．次

に，比較ベクトルから順列を生成する．このとき，一

般に比較ベクトルに対応するような順列は存在しな

い．つまり，確率モデルから得られた比較ベクトル

は全順序の性質を満たさないかもしれない．そこで，

要素ペア毎の順序関係のみに注目し，ピボットとな

る要素を選んで，無理矢理クイックソートでソート

し，順列を得る．

実はこの操作により，元の全順序でない比較ベク

トルと十分近い順列を得ることができる．クイック

ソートを用いるアイデアは元々（オフラインの）ラ

ンキング統合問題に対して，Ailon らが提案したも
のである [2]．
本手法の詳細を Algorithm 1, Ailonらの提案した

KWIKSORT [2]を Algorithm 2 にそれぞれ示す2．

3.1 更新式の導出

本節では更新式の導出を行う．

まず，yi ∈ {0, 1}と pi の差の絶対値に関して次式

が成り立つ．

|yi − pi| = pi(1 − yi) + (1 − pi)yi.

2本論文では KWIKSORT に若干の変更を加えている．Ailon
らのオリジナル版では整数 i はランダムに選ぶ（後述）のに対し
て，我々が用いる KWIKSORT では整数 i を任意に選んでよい．

Algorithm 1 PermRank
入力：パラメータ η > 0.

1. p1 = (1
2 , . . . , 1

2 ) ∈ [0, 1]N .

2. For t = 1, . . . , T

(a) pt,ij で qt,ij = 1になるような確率分布に
従って，ptからqt ∈ {0, 1}Nを任意に選ぶ．

(b) σ̂t = KWIKSORT(qt)を予想する．

(c) 真の順列 σt を受け取る．yt = φ(σt) と
する．

(d) pt+1 を次式により更新する．

pt+1 = arg min
p

η‖yt − p‖1 + Δ2(p,pt).

そこで，ラグランジュ関数を

L(p) = η
∑

i

|yi − pi| +
∑

i

Δ2(pi, p
′
i)

と置く，ただし，p′ は更新前のベクトルとする．こ
のとき，

∂L

∂pi
= η(1 − 2yi) + ln

pi

1 − pi
+ ln

1 − p′i
p′i

となる．導関数を 0 と置くことで次式を得る．

pi =

(
p′

i

1−p′
i

)
e−η(1−2yi)

1 +
(

p′
i

1−p′
i

)
e−η(1−2yi)

=
p′ie

−η(1−yi)

(1 − p′i)e−ηyi + p′ie−η(1−yi)
.

3.2 解析

次に， PermRank の累積誤差の上界を示す．
まず，最適な比較ベクトル q と仮説のベクトル pt

との“距離”（２値相対エントロピー）が更新のたび

に近づいていくことを示す．

補題 1. 任意の時刻 t ∈ {1, ..., T} において，任意の
比較ベクトル q に対して以下が成り立つ．
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Algorithm 2 KWIKSORT [2]
入力: 比較ベクトル q

出力: 順列

1. SL と SR をそれぞれ空集合とする．

2. 整数 i を {1, . . . , n} から任意に選ぶ

3. iと異なる全ての j ∈ {1, . . . , n}について，

(a) qij = 1 (j < iのときは qij = 1)ならば，
SR に j を加える．

(b) そうでなければ，SLに j を含める．

4. qL, qR を SL と SR から作られたベクトルと

する．

5. (KWIKSORT(qL), i,KWIKSORT(qR))を
出力する．

Δ2(q, pt) − Δ2(q, pt+1) ≥
− η‖yt − q‖1 + (1 − e−η)‖yt − pt‖1.

証明.

Δ2(qi, pt,i) − Δ2(qi, pt+1,i)

= qi ln
qi

pt,i
+ (1 − qi) ln

1 − qi

1 − pt,i

− qi ln
qi

pt+1,i
− (1 − qi) ln

1 − qi

1 − pt+1,i

= qi ln
pt+1

pt,i
+ (1 − qi) ln

1 − pt+1,i

1 − pt,i

= −qiη(1 − yt,i) − (1 − qi)ηyt,i

− ln
(
(1 − p′i)e

−ηyt,i + p′ie
−η(1−yt,i)

)
= −η|yt,i − qi|
− ln

(
(1 − p′i)e

−ηyt,i + p′ie
−η(1−yt,i)

)
.

yt,i ∈ {0, 1}に対して e−ηyt,i = 1 − (1 − e−η)yt,i が

成り立つ．よって上式は，

= −η|yt,i − qi|
− ln

(
1 − (1 − e−η)((1 − pt,i)yt,i + pt,i(1 − yt,i))

)
≥ −η|yt,i − qi| + (1 − e−η)|yt,i − pt,i|

となる．最後に，この不等式を i = 1, . . . , N に渡っ

て足し合わせることにより，与式を得る．

次に，仮説 pt の 1 ノルム距離の累積誤差を示す．

定理 1. 任意の比較ベクトル q に対して以下が成り

立つ．

T∑
t=1

‖yt − pt‖1 ≤ η
∑T

t=1 ‖yt − q‖1 + n(n−1)
2 ln 2

1 − e−η
.

証明. 補題 1の不等式を t = 1, . . . , T に渡って足し

合わせると，

η
∑T

t=1 ‖yt − q‖1 − Δ2(q, pT+1) + Δ2(q, p1)
1 − e−η

が成り立つ．Δ2(q, pT+1) = 0．および Δ2(q, p) ≤
ln 2 より，与式を得る．

次に，各時刻 t において，KWIKSORT を実行後
の比較ベクトル q′

t とする．このとき，次の補題が成

り立つ．

補題 2. 任意の時刻 t ∈ {1, ..., T}において，任意の
無矛盾な比較ベクトル q に対して，

‖yt − q′
t‖1 ≤ ‖yt − qt‖1 + 2‖qt − q‖1

が成り立つ．

証明. 比較ベクトル q に対し，次のような有向グラ

フ G = (V, E)を考える．頂点 V = {1, ..., n}とし，
辺については，qij = 0のとき (i, j) ∈ E，そうでない

とき (j, i) ∈ E とする．また，G i → j, j → k, k → i

の関係にある三角形を３すくみ三角形と呼び，(i, j, k)
と表記することにする．

KWIKSORT において，ピボットとなる要素 k

が選ばれたとき，頂点 k を含む３すくみの三角形
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(i, j, k) について考える．このとき，頂点 i, j は２つ

の異なるグループに分割される．また，(i, j) の向き
は反転するため，この三角形の３すくみは解消され

る．i, j は異なるグループに属するので，解消され

た３すくみ三角形は次の再帰呼び出しにおいて，再

度解消されることはない．以上から，qt と pt 間の

1 ノルム距離は解消された３すくみ三角形の総数に
等しい．

次に，解消された３すくみ三角形の総数と無矛盾

な任意の比較ベクトルと qt との 1 ノルム距離との
関係を考える．一般に，ピボットとなる頂点 k に対

して，頂点 k を含む３すくみの三角形は複数存在し

うる．また，それらは辺を共有している場合もあり

うる．仮に，� 個の隣接した，k を含む３すくみの

三角形があったとする．このとき，これらの３すく

みの三角形に対して，無矛盾な比較ベクトルは少な

くとも �
2 個向きの異なる辺をもつ．また，異なる再

帰呼び出しにおいて，解消された３つすくみ三角形

同士はたがいに辺を共有しない.
以上の議論から，任意の無矛盾な比較ベクトル q

に対して，

‖qt − pt‖1 ≤ 2‖qt − q‖1

が成り立つ．よって，三角不等式を用いることにより，

d(σt, σ̂t) = ‖yt − pt‖1 ≤ ‖yt − qt‖1 + ‖qt − pt‖1

≤ ‖yt − qt‖1 + 2‖qt − q‖1.

特に，q = yt とおくと以下の系が成り立つ．

系 2. 任意の時刻 t ∈ {1, ..., T}において，以下が成
り立つ．

‖yt − q′
t‖1 ≤ 3‖yt − pt‖1.

さらに，yt ∈ {0, 1}に対する 1 ノルム距離の線形
性から　誤差 d(σt, σ̂t) の期待値は ‖pt − yt‖1 と一

致する．このことから，以下の補題が成り立つ．

補題 3. 任意の時刻 t ∈ {1, ..., T}において，以下が
成り立つ．

E[d(σt, σ̂t)] ≤ 3‖yt − qt‖1.

最後に，主定理を証明する．

定理 3. PermRank の累積誤差の期待値について以
下が成り立つ．

E

[
T∑

t=1

d(σt, σ̂t)

]

≤3η minσ∈Sn

∑T
t=1 d(σt, σ) + n(n−1)

2 ln 2
1 − e−η

.

証明. 補題 3を t ∈ {1, ..., T} について足し合わせ
ると，

E

[
T∑

t=1

d(σt, σ̂t)

]
≤

T∑
t=1

‖yt − pt‖1 +
T∑

t=1

‖yt − q‖1

が成り立つ．定理 1を上式に代入すると，

η
∑T

t=1 ‖yt − q‖1 + n(n−1)
2 ln 2

1 − e−η
+ ‖yt − q‖1

=
T∑

t=1

(1 +
η

1 − e−η
)‖yt − q‖1 +

n(n − 1) ln 2
2(1 − e−η)

となる．ここで，q は任意の順列であるから，上式

は累積誤差が最小になる順列についても当然成り立

ち，与式を得る．

ここで，η ≥ 0 のとき，η ≤ e
η
2 − e−

η
2 より，η =

2 ln(1+ε)とおくと， η
1−e−η ≤ e

η
2 = (1+ε), 1

1−e−η =
(1+ε2)
ε2+2ε が成り立つ．よって，以下の系が成り立つ：

系 4. η = 2 ln(1 + ε) とおくとき，以下が成り立つ．

E

[
T∑

t=1

d(σt, σ̂t)

]

≤ 3(1 + ε) min
σ∈Sn

T∑
t=1

d(σt, σ) + O

(
n2

ε2

)
.

4 結論と今後の課題

本稿では，比較ベクトルおよびKWIKSORT[2]の
アイデアを用いて順列を予想する手法を提案した．

そして，本手法が累積誤差の期待値，各時刻の計算
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時間において過去に提案された手法よりも優れてい

ることを示した．

本稿では，比較ベクトルから順列を生成する際に

ソーティングを用いたが，これに代わる方法として，

更新後に比較ベクトルの {0, 1}ベクトルの張る空間
に射影することが考えられる．射影後のベクトルは

無矛盾な比較ベクトルの線形結合で書けるので，結

合係数に従ってランダムに無矛盾な比較ベクトルを

選べば，本稿の解析を維持したまま，

E

[
T∑

t=1

d(σt, σ̂t)

]

≤ (1 + ε) min
σ∈Sn

T∑
t=1

d(σt, σ) + O

(
n2

ε2

)
が示せると思われる．しかし，射影に最悪で指数

時間かかることが予想され，射影を用いる手法につ

いては課題が残されている．

また，本問題の自然な拡張として，n要素のラン

キングのうち特に上位 k要素のみを考慮するトップ

k リストの予測が考えられる．トップ k リスト予測

への応用についても今後取り組む予定である．
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